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摘要 本文将时齐Markov过程的经典 Nash不等式推广到非时齐Markov过程,建立了非时齐Markov

过程的转移半群与 Nash 不等式之间的关系.
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1 引言及主要结论

泛函不等式是研究随机过程的一个重要工具, 泛函不等式与概率论中的各个领域息息相关, 特别

是在关于收敛及遍历性的研究中更是起着举足轻重的作用. 在研究时齐的 Markov 过程时, 已经对一

些重要的泛函不等式进行了充分的研究, 如 Nash 不等式和对数 Sobolev 不等式等 (参见文献 [1–4]).

本文的主要目标就是将时齐情形下的重要不等式—Nash 不等式推广到非时齐的 Markov 过程中.

非时齐 Markov 过程与时齐 Markov 过程的最大区别在于其过程的复杂性, 不再是维持同一转移

概率,而是随着时间的变化不断发生改变,这也决定了非时齐 Markov过程与时齐的 Markov过程在过

程发展上必然存在着很大的区别, 这其中很关键的一点就是关于不变测度的问题. 在研究遍历的时齐

Markov 过程时, 不变测度是我们研究中的一个关键核心问题, 但在非时齐 Markov 过程中, 这个相对

应的 “不变测度” 却往往并不存在, 或者说这时候的不变测度已经不再是 “不变” 的了, 而是根据时间

的变化而变化的. 这就意味着我们的研究目标不再是稳定的而是随时变化的, 从而给我们的研究工作

带来了很大的困难.

为了陈述方便, 先将非时齐时将要用到的一些符号及定义在下面给出.

设 (Xt)t>0 是可测空间 (E, E) 上的非时齐连续时间 Markov 过程, 其 (非时齐) 转移概率为

{Ps,t(x,A), x ∈ E,A ∈ E , 0 6 s 6 t}.
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令

Ps,tf(x) =

∫
E

f(y)Ps,t(x, dy), f ∈ bE

为相应的非时齐转移半群, 满足 Ps,rPr,t = Ps,t, 0 6 s 6 r 6 t. 不失一般性, 约定 Pt,t = I (恒等算子).

给定测度 µ0, 记 µt = µ0P0,t. 显然, µt = µsPs,t, 0 6 s 6 t. 为引入转移半群 Ps,t 的生成元, 假设存

在可测函数类 A 是 L2(µt) (t > 0) 的稠子空间. 称 Lt 为转移半群 Ps,t 的生成元, 如果它满足非时齐

的 Kolmogorov 方程: ∀ 0 6 s 6 t,

∂Ps,tf

∂s
= −LsPs,tf,

∂Ps,tf

∂t
= Ps,tLtf, f ∈ A.

下面引入一个十分重要的概念, 它在非时齐过程的研究中起着举足轻重的作用, 参见文献 [5].

定义 1.1 定义符号

Γt(f, g) :=
1

2
[Lt(fg)− fLtg − gLtf ], f, g ∈ A. (1.1)

事实上, 在后面的结论及证明中可以发现, 此处定义的
∫
Γt(f)dµt, 事实上就是时齐时的 Dirichlet

型 D(f) = D(f, f) 在非时齐情形下的相应定义. 其在非时齐研究中的作用基本与 Dirichlet 型在时齐

时的作用是类似的. 最后, 定义 T = [a, b] 为一个连续时间区间, 其中 0 6 a 6 b 6 ∞.

有了以上的定义及符号,下面就可以将时齐时的 Nash不等式 [1] 推广到非时齐的 Markov过程中.

定理 1.1 令 p ∈ [1, 2], 1
p + 1

q = 1. 设 (Ps,t)06s6t 是一个非时齐的 Markov 过程. 若存在 δ > 0,

v, η1 > 0 使得对于所有的 t ∈ T , 都有

∥f∥2+
4
v

L2(µt)
6 1

η1

(∫
Γt(f)dµt + δ∥f∥2L2(µt)

)
∥f∥

4
v

Lp(µt)
, f ∈ D(Γt), (1.2)

则

∥Ps,t∥Lp(µt)→Lq(µs) 6 e2δ(t−s)

(
v

η1(t− s)

) v
2

, s, t ∈ T, s 6 t.

推论 1.1 在定理 1.1 的条件下, 还可以得到

∥Ps,t∥L2(µt)→Lq(µs) 6 epδ(t−s)

(
v

η1(t− s)

) vp
4

, p ∈ [1, 2],
1

p
+

1

q
= 1.

类似于时齐时的情形, 考虑 δ = 0 的情形, 我们也对其变形形式进行了讨论.

定理 1.2 (中心化的 Nash 不等式) 令 p ∈ [1, 2], 1
p + 1

q = 1. 设 (Ps,t)06s6t 是一个非时齐的

Markov 过程. 若存在 v, η2 > 0 使得对于所有的 t ∈ T , 都有

Varµt(f)
1+ 2

v 6 1

η2

∫
Γt(f)dµt∥f∥

4
v

Lp(µt)
, f ∈ D(Γt), (1.3)

其中 Varµt(f) = ∥f − µtf∥2L2(µt)
, 则

∥Ps,t − µt∥Lp(µt)→Lq(µs) 6
(

v

η2(t− s)

) v
2

, s, t ∈ T, s 6 t. (1.4)

事实上, 当 δ > 0 时, 我们讨论的情形类似于时齐时的非常返情形, 而当 δ = 0 时, 则更加类似于

时齐时的遍历的情形.
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2 主要结果的证明

为了得到定理 1.1 的结论, 我们分为两个步骤证明, 首先证明下面这个引理.

引理 2.1 令 p ∈ [1, 2]. 假设 (Ps,t)06s6t 是一个非时齐的 Markov 过程. 若存在 δ > 0, v, η1 > 0

使得对所有的 t ∈ T , 都有

∥f∥2+
4
v

L2(µt)
6 1

η1

(∫
Γt(f)dµt + δ∥f∥2L2(µt)

)
∥f∥

4
v

Lp(µt)
, f ∈ D(Γt), (2.1)

则

∥Ps,t∥Lp(µt)→L2(µs) 6 eδ(t−s)

(
v

4η1(t− s)

) v
4

, s, t ∈ T, s 6 t. (2.2)

证明 任取 f ∈ D(Γt) ⊂ L2(µt) 且 ∥f∥Lp(µt) = 1. 令 fs = Ps,tf , 则 ∀ p > 1, 有

∥fs∥Lp(µs) =

(∫ ∣∣∣∣ ∫ fdPs,t

∣∣∣∣pdµs

) 1
p

6
(∫ (∫

|f |pdPs,t

) 1
p ·p

dµs

) 1
p

= 1 = ∥f∥Lp(µt).

特别地, ∥fs∥L2(µs) 6 ∥f∥L2(µt).

定义

φ(s) = ∥fs∥2L2(µs)
= µs(f

2
s ),

对 φ(s) 求导, 即可得到

φ′(s) =
d

ds

∫
f2s dµs =

d

ds

∫
P0,sf

2
s dµ0

=

∫ [
P0,sLsf

2
s + P0,s

(
2fs

d

ds
fs

)]
dµ0.

由于 dfs
ds =

dPs,tf
ds = −LsPs,tf = −Lsfs, 所以有

φ′(s) =

∫
P0,s(Lsf

2
s − 2fsLsfs)dµ0 =

∫
(Lsf

2
s − 2fsLsfs)dµs.

由 (1.1) 的定义可以直接得到

φ′(s) = 2

∫
Γs(fs)dµs.

定义 ψ(s) = φ(s)e2δs = ∥fs∥2L2(µs)
e2δs = µs(f

2
s )e

2δs, 则

ψ′(s) = 2δe2δs∥fs∥2L2(µs)
+ e2δs · 2

∫
Γs(fs)dµs

= 2e2δs
[ ∫

Γs(fs)dµs + δ∥fs∥2L2(µs)

]
> 2e2δs

[ ∫
Γs(fs)dµs + δ∥fs∥2L2(µs)

]
∥fs∥

4
v

Lp(µs)
,

这里根据定理中的条件就有

ψ′(s) > 2η1e
2δs∥fs∥

2+ 4
v

L2(µs)
= 2η1e

− 4δs
v ψ(s)1+

2
v .
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由此可以推出

ψ′(s)

ψ(s)1+
2
v

> 2η1e
− 4δs

v .

注意到

d(ψ(s)−
2
v )

ds
= −2

v

ψ′(s)

ψ(s)1+
2
v

,

于是, 综上可得

d(ψ(s)−
2
v )

ds
6 −4η1

v
e−

4δs
v .

两边同时积分, 可得

ψ(t)−
2
v − ψ(s)−

2
v 6 −4

v
η1

∫ t

s

e−
4δu
v du =

η1
δ
(e−

4δt
v − e−

4δs
v ),

经过简单的整理后就可以得出

ψ(s) 6
[

1

ψ(t)−
2
v + η1

δ (e−
4δs
v − e−

4δt
v )

] v
2

. (2.3)

再由 ψ(s) 的定义, 有

∥Ps,tf∥2L2(µs)
e2δs 6

[
1

(∥f∥2L2(µt)
e2δt)−

2
v + η1

δ (e−
4δs
v − e−

4δt
v )

] v
2

6
[

1
η1

δ (e−
4δs
v − e−

4δt
v )

] v
2

=

[
δ

η1(e
4δ(t−s)

v − 1)

] v
2

e2δt,

即

∥Ps,tf∥2L2(µs)
6

[
δ

η1(e
4δ(t−s)

v − 1)

] v
2

e2δ(t−s).

这时根据 Lagrange 中值定理, 即对于 e
4δ(t−s)

v − 1, 存在 ξ ∈ [0, t− s] 使得

e
4δ(t−s)

v − 1 =
4δ

v
e

4δξ
v (t− s) > 4δ

v
(t− s),

这样就可以很容易地得出

∥Ps,tf∥2L2(µs)
6

[
δ

η1 · 4δ
v (t− s)

] v
2

e2δ(t−s) =

[
v

4η1(t− s)

] v
2

e2δ(t−s).

由于 ∥f∥Lp(µt) = 1, 因此, ∥Ps,t∥Lp(µt)→L2(µs) 6 eδ(t−s)( v
4η1(t−s) )

v
4 . 证毕.

注 2.1 特别地, 对 p ∈ [1, 2], 由于 µt 为概率测度, 所以, ∥f∥Lp(µt) 6 ∥f∥L2(µt). 于是,

∥Ps,t∥L2(µt)→L2(µs) 6 ∥Ps,t∥Lp(µt)→L2(µs) 6 eδ(t−s)

(
v

4η1(t− s)

) v
4

.
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事实上当 p = 2 时是最弱的情形, 即

(η1 − δ)∥f∥2L2(µt)
6

∫
Γt(f)dµt.

若 φ(s) = ∥fs∥2L2(µs)
, 则

φ′(s) = 2

∫
Γs(fs)dµs > 2(η1 − δ)∥fs∥2L2(µs)

= 2(η1 − δ)φ(s),

由此得到 ∥Ps,t∥L2(µt)→L2(µs) 6 e−(η1−δ)(t−s).

下面回到定理 1.1 的证明.

定理 1.1 的证明 由引理 2.1 可知,

∥Ps,t∥Lp(µt)→L2(µs) 6 eδ(t−s)

(
v

4η1(t− s)

) v
4

,

记 P ∗
s,t 为 Ps,t 的共轭算子, 则

∥P ∗
s,t∥L2(µs)→Lq(µt) = ∥Ps,t∥Lp(µt)→L2(µs) 6 eδ(t−s)

(
v

4η1(t− s)

) v
4

.

接下来对 ∥P ∗
s,t∥Lp(µt)→Lq(µs) 进行控制, 其中 s, t ∈ T, s 6 t. 为此, 定义

M(T ) = sup
s,t∈T,s6t

{e−2δ(t−s)(t− s)
v
2 ∥P ∗

s,t∥Lp(µs)→Lq(µt)}.

任取 ℓ ∈ [s, t], 有

∥P ∗
s,t∥Lp(µs)→Lq(µt) 6 ∥P ∗

s,ℓ∥Lp(µs)→L2(µℓ) · ∥P
∗
ℓ,t∥L2(µℓ)→Lq(µt)

6 ∥P ∗
s,ℓ∥Lp(µs)→L2(µℓ) · e

δ(t−ℓ)

(
v

4η1(t− ℓ)

) v
4

.

注意到根据 Hölder 不等式, 对于任意的函数 f ∈ L2(µs) 和所有的 s, t ∈ T, s 6 t, 都有

∥P ∗
s,ℓf∥L2(µℓ) 6 ∥P ∗

s,ℓf∥
1
2

Lp(µℓ)
· ∥P ∗

s,ℓf∥
1
2

Lq(µℓ)
.

从而,

∥P ∗
s,ℓ∥Lp(µs)→L2(µℓ) 6 ∥P ∗

s,ℓ∥
1
2

Lp(µs)→Lp(µℓ)
· ∥P ∗

s,ℓ∥
1
2

Lp(µs)→Lq(µℓ)
6 ∥P ∗

s,ℓ∥
1
2

Lp(µs)→Lq(µℓ)
.

综上即有

∥P ∗
s,t∥Lp(µs)→Lq(µt) 6 ∥P ∗

s,ℓ∥
1
2

Lp(µs)→Lq(µℓ)
· eδ(t−ℓ)

(
v

4η1(t− ℓ)

) v
4

6
(
M(T )e2δ(ℓ−s)

(ℓ− s)
v
2

) 1
2

· eδ(t−ℓ)

(
v

4η1(t− ℓ)

) v
4

= (M(T ))
1
2 eδ(t−s)

(
v

4η1(t− ℓ)(ℓ− s)

) v
4

.
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由于 ℓ 是任意取的, 所以,

∥P ∗
s,t∥Lp(µs)→Lq(µt) 6 (M(T ))

1
2 eδ(t−s) inf

ℓ∈[s,t]

(
v

4η1(t− ℓ)(ℓ− s)

) v
4

= (M(T ))
1
2 eδ(t−s)

(
v

4η1 · (t−s)2

4

) v
4

= (M(T ))
1
2 eδ(t−s)

(
v

η1(t− s)2

) v
4

,

(t− s)
v
2 e−2δ(t−s)∥P ∗

s,t∥Lp(µs)→Lq(µt) 6 (M(T ))
1
2 e−δ(t−s)

(
v

η1

) v
4

6 (M(T ))
1
2

(
v

η1

) v
4

.

再由 M(T ) 的定义, 易得 M(T ) 6 ( v
η1
)

v
2 , 且对于所有的 s, t ∈ T, s 6 t, 都有

∥P ∗
s,t∥Lp(µs)→Lq(µt) 6 e2δ(t−s)

(
v

η1(t− s)

) v
2

.

注意到 P ∗
s,t 为 Ps,t 的共轭算子, 所以可得

∥Ps,t∥Lp(µt)→Lq(µs) = ∥P ∗
s,t∥Lp(µs)→Lq(µt) 6 e2δ(t−s)

(
v

η1(t− s)

) v
2

.

定理证毕.

推论 1.1 的证明 直接计算可得

∥Ps,t∥L2(µt)→Lq(µs) = sup
µtf2=1

[ ∫
(Ps,tf(x))

qdµs(x)

] 1
q

= sup
µtf2=1

[ ∫ (∫
f(y)Ps,t(x, dy)

)q

dµs(x)

] 1
q

6 sup
µtf2=1

[ ∫ (∫
fq(y)Ps,t(x, dy)

)
dµs(x)

] 1
q

= sup
µtf2=1

[ ∫
fq(y)dµt(y)

] 1
q

= sup

µt(f
2
p )p=1

[ ∫
fq(y)dµt(y)

] 1
q

6 sup

µt(f
2
p )p=1

[ ∫
(fq(y))

2
p dµt(y)

] p
2 ·

1
q

.

此时令 g = f
2
p , 再根据定理 1.1 的结论, 就有

∥Ps,t∥L2(µt)→Lq(µs) 6 sup
µtgp=1

[ ∫
gq(y)dµt(y)

] p
2q

= [∥Ps,t∥Lp(µt)→Lq(µs)]
p
2 6 epδ(t−s)

(
v

η1(t− s)

) vp
4

.

证毕.

注 2.2 当 p = 1 时, 不等式是最强的情形, 称为 Nash 不等式. 此时根据前面得到的结论可知,

∥Ps,t∥L1(µt)→L2(µs) 6 eδ(t−s)

(
v

4η1(t− s)

) v
4

,

∥Ps,t∥L2(µt)→L∞(µs) 6 eδ(t−s)

(
v

η1(t− s)

) v
4

.
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于是,

∥Ps,t∥L1(µt)→L∞(µs) 6 ∥Ps, s+t
2
∥L2(µ s+t

2
)→L∞(µs) · ∥P s+t

2 ,t∥L1(µt)→L2(µ s+t
2

)

6 eδ(
s+t
2 −s)

(
v

η1(
s+t
2 − s)

) v
4

· eδ(t−
s+t
2 )

(
v

4η1(t− s+t
2 )

) v
4

= eδ(t−s)

(
v

η1(t− s)

) v
2

.

这里注意到上面的结果与时齐时的结论是不同的. 这主要是由于, 在时齐的 Nash 不等式中所出

现的 Markov 过程是对称的, 而在非时齐时, 这种对称性并不存在, 从而导致结果的差异. 这一点在下

面也会体现出来.

命题 2.1 (2.3) ⇒ (2.1) 是成立的.

证明 关于 f、fs、φ(s)和 ψ(s)的定义与定理 1.1的证明一致.由 (2.3)可得,对于所有的 s, t ∈ T,

s 6 t, 有

ψ(t)−
2
v − ψ(s)−

2
v 6 η1

δ
(e−

4δt
v − e−

4δs
v ),

于是, 对于所有的 s < t, 有

ψ(t)−
2
v − ψ(s)−

2
v

t− s
6

η1

δ (e−
4δt
v − e−

4δs
v )

t− s
.

令 s ↑ t, 则

d(ψ(t)−
2
v )

dt
6 η1

δ

d(e−
4δt
v )

dt
= −4η1

v
e−

4δt
v .

同时, 注意到

d(ψ(t)−
2
v )

dt
= −2

v

ψ′(t)

ψ(t)1+
2
v

,

于是,

ψ′(t)

ψ(t)1+
2
v

> 2η1e
− 4δt

v .

根据 ψ(t) 的定义可知, ψ′(t) = 2δe2δt∥f∥2L2(µt)
+ e2δt · 2

∫
Γt(f)dµt, 整理后即可得到 (2.1).

同样, 为了证明定理 1.2, 我们也要先证明下面的引理.

引理 2.2 令 p ∈ [1, 2], 1
p + 1

q = 1. 假设 (Ps,t)06s6t 是一个非时齐的 Markov 过程. 若存在

v, η2 > 0 使得对于所有的 t ∈ T , 有

Varµt(f)
1+ 2

v 6 1

η2

∫
Γt(f)dµt∥f∥

4
v

Lp(µt)
, f ∈ D(Γt), (2.4)

其中 Varµt(f) = ∥f − µtf∥2L2(µt)
, 则

∥Ps,t − µt∥Lp(µt)→L2(µs) 6
(

v

4η2(t− s)

) v
4

, s, t ∈ T, s 6 t. (2.5)
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证明 类似于引理 2.1 的证明, 此时只需改变 φ(s) 的定义为

φ(s) = Varµs(fs) = ∥fs − µsfs∥2L2(µs)
= ∥fs − µtf∥2L2(µs)

= µs(fs − µtf)
2.

于是很容易看到

φ′(s) =
d

ds

∫
(fs − µtf)

2dµs =
d

ds

∫
P0,s(fs − µtf)

2dµ0

=

∫ [
P0,sLs(fs − µtf)

2 + P0,s

(
2(fs − µtf)

d

ds
(fs − µtf)

)]
dµ0.

由于 d
ds (fs − µtf) =

dfs
ds =

dPs,tf
ds = −LsPs,tf = −Lsfs = −Ls(fs − µtf), 则

φ′(s) =

∫
P0,s[Ls(fs − µtf)

2 − 2(fs − µtf)Ls(fs − µtf)]dµ0

=

∫
[Ls(fs − µtf)

2 − 2(fs − µtf)Ls(fs − µtf)]dµs.

由 (1.1) 可知, φ′(s) = 2
∫
Γs(fs − µtf)dµs = 2

∫
Γs(fs)dµs, 这就给出了 φ′(s) > 2η2φ(s)

1+ 2
v . 于是,

(φ(s)−
2
v )′ = −2

v

φ′(s)

φ(s)1+
2
v

6 −4

v
η2.

对上式两边同时积分, 可以得到 φ(t)−
2
v − φ(s)−

2
v 6 − 4

vη2(t− s). 再根据 φ(s) 的定义, 即可得到

Varµt(ft)
− 2

v −Varµs(fs)
− 2

v 6 −4

v
η2(t− s).

整理可得 Varµs(fs) 6 ( v
4η2(t−s) )

v
2 , 这就得到了所要的结论.

有了引理 2.2 的结论, 我们只需应用定理 1.1 的证明中的方法即可完成定理 1.2 的证明. 由于证

明方法基本类似, 此处省略.
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