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摘要 量子计算机利用量子力学原理进行计算, 具有量子并行计算能力, 有比经典计算机更加强大

的数据处理能力. 量子计算机可以指数加速量子体系模拟, 加速一些重要的经典算法. 传统的量子

计算运算是通过酉算子对信息进行处理, 其计算过程是对量子计算机体系的初始量子态进行一系列

的酉算子的乘积运算. 20 世纪 90 年代中期, 量子算法取得重大突破, 1994 年 Shor 提出了大数分解

量子算法, 指数加快了大数分解, 1996 年 Grover 提出了量子搜索算法, 平方根地加速了无序数据库

的搜索. 量子算法的重大突破推动量子计算成为国际的持续研究热点领域. 之后量子算法的后续发

展缓慢, Shor 在 2003 年提出了著名的 Shor 之问, 询问为什么没有发现更多的量子算法. 2009 年以

后, 多个重要的新量子算法被发现, 如求解线性方程组的量子算法, 稀疏 Hamiltonian 体系的酉算符

线性叠加算法, 取得计算精度的指数改进的量子系统的新模拟算法. 本文首先简单介绍量子算法的

基本原理, 然后描写 Shor 算法和 Grover/Long 搜索算法. 这些算法都是传统的量子算法, 计算的过

程就是一系列酉算子的乘积. 接着介绍了 2002 年提出的对偶量子计算, 不同于传统的酉量子算法,

对偶量子算法允许酉算子的线性组合. 过去的量子计算只能使用酉算子的乘和除, 而对偶量子计算

可以使用酉算子的加减乘除四则运算. 对偶量子计算为构造量子算法提供了方便, 可以将经典算法

中的技巧直接用于量子算法的构造. 我们最近的研究证明 2009 年以来的几个新量子算法都属于对

偶量子计算.本文还介绍开放量子系统的对偶量子模拟算法,该算法不仅降低了计算复杂度,而且指

数提高了精度. 最后我们给出总结和展望.
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1 引言

量子计算是国际上的热点研究领域, 是结合了计算机科学、数学、物理学和工程技术等诸多学科

的交叉学科, 具有重要的科学意义和战略意义. 量子计算利用量子纠缠、量子干涉等独特的量子力学
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原理进行计算. 它的主要的研究目标是打破传统的硅芯片电子计算机不可避免的发展极限, 利用量子

态的相干叠加特性, 产生超越经典计算机的数据处理能力.

量子计算的物理实体是量子计算机. 1980 年 Benioff [1] 和 Manin [2] 等先后提出了量子计算的概

念, 1982 年费曼设想利用量子计算机进行高效的量子模拟 [3], Deutsch 于 1985 年完善了量子计算机

的概念, 并提出了量子平行计算的概念 [4]. 然而 1985∼1994 的十年里, 量子计算没有引起世界上的重

视. 直到 1994∼1996 年, 量子算法取得突破. 最著名的两个量子算法, Shor 质因数分解算法和 Grover

搜索算法相继被提出 [5, 6], 显示了量子计算的强大功能, 大大推动了量子计算的研究, 使得量子计算成

为国际上的持续研究热点. Shor算法对经典公开密码系统形成严重的威胁, Grover算法加速了对称密

码的求解, 量子算法还可能在大数据领域起到重要作用 [7]. 但在此后的十多年里, 量子算法的进展缓

慢,以至于有了著名的 Shor之问 [8]. 在这段时间里,一个值得注意的发展是对偶量子计算的提出 [9] 和

发展 [10∼27], 这种新的量子计算模式采用了酉算符的线性组合进行信息处理. 虽然其数学结构和理论

已经建立并发展成熟, 但该算法模式的应用却没有重大进展. 2009 年开始, 求解线性方程组的量子算

法 [28, 29], 封闭量子体系的新量子模拟算法 [30∼32], 开放量子系统的对偶量子算法 [33] 陆续被发现, 量

子算法又开始了一个新的发展阶段. 而这些新量子算法就是利用了非酉演化的, 即采用了酉算子的线

性组合的对偶量子算法 [29, 32,33].

量子计算机的硬件研制已经成为世界主要国家和著名大公司的重点研究方向. 在 2000 年, Divin-

cenzo 通过研究和总结提出了著名的量子计算机物理体系的 5 个标准, 即一个量子计算机的候选物理

体系必须符合以下 5 个标准: (1) 具有很好定义且可扩展的量子比特; (2) 量子比特可初始化; (3) 可保

持长时间的量子相干特性; (4) 可执行通用量子门操作; (5) 可对量子态进行测量. 尽管建造量子计算

机是十分困难的, 但是已经没有了研制量子计算机的理论上的障碍. 世界上的大公司诸如谷歌、IBM、

微软等都对量子计算机进行了巨大的投入并取得显著进展. 根据乐观的估计, 实用化的量子计算机可

在 2025∼2035 年的 10∼20 之间研制成功1). 在最近的 1∼2 年里, 可以在一些特定问题中超越现在最

强大的经典计算机的量子计算机雏形机就有可能诞生,运行在其上的量子算法的研究和发展变得越来

越迫切和重要.

2 量子计算的基本原理

经典信息中, 一个比特的状态只能是确定的 0 或者 1, 而量子比特可以是两个线性无关的态所构

成的二维 Hilbert 空间的任意一个态:

|ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩, (1)

其中 α 和 β 满足归一化条件 | α |2 + | β |2= 1. 对于一个 n 量子比特组成的量子体系, 其量子态一般

可以写成

|ψ⟩ =
1...1=2n−1∑

i1...in=0...0=0

Ci1...in |i1...in⟩. (2)

量子比特的上述特性体现了量子力学基本假设的态叠加原理, 而这正是量子并行性的根源, 提供了同

时处理多种任务的可能性, 使量子算法比经典算法高效. 当有 n 个量子比特的时候, 量子并行计算可

1) http://www.baselinemag.com/innovation/why-should-business-care-about-quantum-computing.html.
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表述的态为 2n, 相对于经典的 n 个比特是指数级的提升. 比如一个 n 量子比特的量子计算机, 具有巨

大的平行计算功能. 在处理某些问题中, 相当于 2n 个 n 比特的经典计算机同时工作. 在量子计算中,

通常有多个量子存储器, 我们取两个存储器来说明量子并行计算, 其中第 1 个 n 量子比特组成的存储

器表示自变量, 而第 2 个存储器用于存储函数值, 函数 f 对应于一个量子酉操作 Uf . 对于初始态,

|Ψ⟩ =

1...1=2n−1∑
i1...in=0...0=0

Ci1...in |i1...in⟩|0⟩, (3)

在量子计算机上只需要对这个态做一次操作就能同时将所有的自变量所对应的函数值 f(x) 计算出来

并存储在 m 个量子比特的第 2 个量子存储器中, 即

Uf |Ψ⟩ =
1...1=2n−1∑

i1...in=0...0=0

Ci1...in |i1...in⟩|f(i1...in)⟩. (4)

而同样的工作在经典计算机上需要进行 2n 次操作, 并且使用 2n(n +m) 个量子比特资源, m 是用于

存储函数值的第 2 个存储器的比特数目. 不仅操作次数是量子计算的指数倍, 而且所需资源也是量子

计算的指数倍.

在量子计算和量子信息研究中, 还有一个重要的概念是量子纠缠. 考虑一个包含了多个量子比特

组成的符合量子系统,如果它的量子态可以分解为子系统状态的直积,则该复合系统为可分离态. 如果

它的量子态不能表示为子系统状态的直积, 那么子系统之间存在纠缠, 该复合系统称为纠缠态. 量子

纠缠是完全区别于经典物理的具有奇妙特性的新的状态, 它在量子计算和量子通信中占有重要地位,

是量子信息的重要资源. 最广为人知的量子纠缠态就是 Bell 态, 以下是其 4 种不同形式:

|Ψ+⟩ = 1√
2
|0A0B⟩+ |1A1B⟩, (5)

|Ψ−⟩ = 1√
2
|0A0B⟩ − |1A1B⟩,

|Φ+⟩ = 1√
2
|0A1B⟩+ |1A0B⟩,

|Φ−⟩ = 1√
2
|0A1B⟩ − |1A0B⟩.

这里的 A 和 B 表示两个粒子, |0⟩ 和 |1⟩ 分别表示自旋向上和自旋向下, 是 Pauli 矩阵 σz 的本征态.

当我们对 A 粒子进行测量时, 体系的状态发生突变, B 粒子的自旋状态会随之确定.

通用量子算法是由一系列的酉算子的顺序乘积完成的, 量子计算操作也叫作量子计算门操作、量

子门、量子逻辑门等. 而任意的酉算子都可以通过一些简单的基本量子逻辑门的组合来实现 [34], 其解

析公式可见文献 [35]. 以下是几个基本的单量子比特门:

I =

 1 0

0 1

 , σz =

 1 0

0 −1

 ,

σx =

 0 1

1 0

 , σy =

 0 −i

i 0

 ,
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H =
1√
2

 1 1

1 −1

 , T =

 1 0

0 e iπ4

 . (6)

能够实现不同比特相互作用的基本量子门称为量子受控非门 (CNOT 门), 也叫做与或门, 其矩阵表

示为

CNOT =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 . (7)

量子算法通过一系列量子逻辑门的顺序乘积来实现, 从量子态的初始化 (数据输入) 开始到量子测量

(即数据输出) 结束. 以这种酉算子乘积实现的量子算法中最著名的有 3 个, 即量子模拟、量子搜索算

法和傅立叶变换.量子搜索算法和傅立叶变换两个算法是构造其他量子算法的基石 [36]. 而量子体系模

拟算法是用来模拟量子体系动力学演化过程的算法, 分为相似量子模拟和数字量子模拟两类. 量子模

拟的想法来源于费曼 1982年提出来的利用量子计算机模拟一个量子系统 [3]. 在 Lloyd [37] 具体给出利

用通用量子计算机实现量子模拟器的普适方法后, 量子模拟取得了快速的发展, 吸引了越来越多研究

者的关注.

3 Shor 大数分解算法

虽然 20世纪 80年代初期人们就提出了量子计算的概念,然而量子计算的强大计算功能直到 1994

年随着 Shor大数质因子分解的量子算法提出,人们才重视到了量子计算的巨大潜能.它能够解决一些

在经典计算方法上具有指数复杂度的和有效时间内不可快速解决的问题. 从实用性上来看, Shor 大数

质因子分解的算法意义重大, 它使得目前广泛使用的公钥加密体系变得不再安全.

大数质因子分解是指给定一个能因数分解的整数 N , 寻找其质因子的过程. Shor 算法大致分

为两个过程, 首先可以将质因子分解过程简化成周期寻找问题. 然后, 对量子态做量子傅里叶变换来

完成周期的寻找. 周期寻找问题是, 对于没有共同的质因子两个正整数 x 和 N , x < N , 寻找满足

xr = 1(modN) 的最小正整数 r. 在经典算法里, 周期寻找被认为是一个没法在多项式复杂度 O(L),

L = [log(N)] 内有效解决的问题, 而借助量子傅里叶变换能够在 O(L3) 步骤内快速解决.

Shor 大数质因子分解算法的核心是对一个大数 N 求解它的一个函数的周期 [5, 36]. 随机选择

1 个整数 x < N , 与 N 互质. Shor 算法就是来计算 xz modN 的周期 r. 具体步骤是:

(a) 首先系统需要两个寄存器, 第 1 个寄存器要 t 个量子比特, 初始化为 |0⟩态. 第 2 个寄存器要

L 个量子比特, 均初始化为 |1⟩ 态.

(b) 用连续的多种受控旋转门,构造一个受控的 U2j 算符,使得满足变换 |z⟩|y⟩ → |z⟩|xzy(modN)⟩.
容易验证其本征态是 |us⟩ = 1√

r

∑r−1
j=0 e

−2πisj/r|xjmodN⟩,因而有 U |us⟩ = 1√
r

∑r−1
j=0 e

−2πisj/r|xj+1 mod

N⟩ = e2πis/r|us⟩.
(c) 用 Hadmard 门 H⊗t 作用在第一个寄存器的初始 |0⟩ 态上, 得到叠加态 1√

2t

∑2t−1
j=0 |j⟩|1⟩.

(d) 在第 2 个寄存器进行操作 U2j , 得到

1√
2t

2t−1∑
j=0

|j⟩|xjmodN⟩ ≈ 1√
r2t

r−1∑
s=0

2t−1∑
j=0

e2πisj/r|j⟩|us⟩. (8)
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(e) 对第 1 个量子寄存器做量子反傅里叶变换, 得到 1√
r

∑r−1
s=0 |s/r⟩|us⟩.

(f) 测量第 1 个量子寄存器, 得到 s/r, 使用连续分式分解算法得到 r.

(g) 如果 r 是奇数, 则重新开始.

(h) 如果 xr/2 = −1(modN), 则重新开始.

得到了 r 之后, gcd(xr/2 + 1, N) 和 gcd(xr/2 − 1, N) 中的一个是要求的质因子. 这一过程可以在

经典计算机上以多项式的步骤完成.

4 Grover 量子搜索算法

1996 年, 针对无序数据库搜索问题, Grover 提出时间复杂度为 O(
√
N) 的量子搜索算法 [6]. 假定

有一个数据规模为 N 的无序数据库, 我们需要从其中搜索一个特定的数据. 对于经典计算机, 通常采

用在数据库依次寻找,直到找到目标数据. 这种遍历法平均需要 N/2次搜索,时间复杂度为 O(N). 量

子搜索算法通过一系列量子门操作, 将特定数据的几率逐步放大, 直到目标信息的几率几近为 1, 然后

对量子数据库进行测量, 得到数据. 询问次数的复杂度为 O(
√
N), 平方根量级地加快了无序数据库的

搜索速度.

考虑包含 n 个量子比特的无序数据库, 共有 N = 2n 个量子态 |i⟩(i = 1, 2, . . . , τ, . . . , N), 其中的

|τ⟩ 是目标态, 满足查询函数 Q(τ) = 1 (Q(i) = 0, i ̸= τ). 量子搜索算法的目的就是以尽可能大的概率

搜索得到目标态 τ . Grover 搜索算法的过程可以归纳为以下步骤:

首先, 进行数据初始化. 通过 Hadamard 操作 H⊗n 作用在处于 |0⟩ 态的 n 个量子比特的寄存器

上, 就可以得到满足数据库要求的均匀线性叠加量子态:

|ψ0⟩ = H⊗n|0⟩ =
√

1

N

∑
i

|i⟩ = cosβ|c⟩+ sinβ|τ⟩, (9)

其中

|c⟩ =
√

1

N − 1

∑
i̸=τ

|i⟩, β = arcsin(

√
1

N
). (10)

然后, 我们进行 Grover 量子算法的搜索迭代. 其迭代过程包括 4 个步骤.

(1) 保持其他态不变, 反转目标态 |τ⟩ 的相位, 相应的操作可以表示为 Iτ = I − 2|τ⟩⟨τ |, 其中目标
态 |τ⟩ 的相位反转是通过查询函数 Q(τ) = 1 完成的;

(2) 对 n 比特系统作用 H⊗n 变换;

(3) 其他基矢态的相位不变, 反转 |0⟩ 态, 可表述为 I0 = I − 2|0⟩⟨0|;
(4) 再次进行 n 比特系统的 H⊗n 变换.

Grover 迭代过程可以用一个整体的 G 操作实现:

G =WI0WIτ = (2|ψ⟩⟨ψ| − I)(I − 2|τ⟩⟨τ |). (11)

上述操作在几何化的角度来看, 相当于在以 |τ⟩ 和 |c⟩ 张开的二维 Hilbert 空间中的如下操作:

G =

 cos 2β sin 2β

− sin 2β cosβ

 . (12)
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β  

β  

2β 

|C  

G|Ψ

|Ψ

O|Ψ

|τ

图 1 Grover 搜索算法的几何示意图, 修改自参文 [36]

Figure 1 Geometrical illustration of Grover algorithm, modified from [36]

由此可以清晰地看出 Grover 搜索迭代的几何图像, 即每次 Grover 迭代可以看作是在二维 Hilbert 空

间沿逆时针方向旋转 2β. 整个过程如图 1 所示 [36]. 在连续 k 次迭代后, 数据库的量子态演化为

|ψk⟩ = cos[(2k + 1)β]|c⟩+ sin[(2k + 1)β]|τ⟩. (13)

当我们进行 O(
√
N)次 Grover迭代后,测量那时量子系统的状态便以几乎 100%的几率得到目标

量子态 |τ⟩.
由于对于搜索问题的数据库不一定满足 sin[(2k+1)β] = 1,所以 Grover算法的搜索成功概率不一

定是 100%, 而是一个以迭代步数为周期的函数, 只有在一个有四个数据的数据库中找一个标记态 (四

中找一) 时成功率才是 100%. 这导致 Grover 算法在小数据样本和在大数据库时满足搜索条件的数据

较多时 (目标态数量较大), Grover搜索的成功率变低. 这就限制了 Grover算法的应用. 如在对结构性

数据进行搜索时, 如一个字符串, 对每一个字符进行搜索, 而对整个字符串进行搜索的成功率则是每

一个搜索成功率的乘积, 这样就会导致成功率迅速下降, 限制了字符串长度 [38].

5 量子搜索算法的相位匹配

在 Grover 量子算法的 4 个步骤中, 有两个相位取反, 即对标记态的系数取反和对 |0⟩ 态的系数取
反. Grover 认为任意的相位转动都可以用来进行量子搜索, 但是相位取反, 即 180◦ 的相位转动是最优

的, 其他角度的相位转动都需要使用更多的搜索步骤 [39]. 1999 年, 龙桂鲁课题组首先发现任意相位

转动不能构造量子搜索算法 [40], 并提出了量子搜索算法的相位匹配理论 [41, 42], 利用相位匹配理论构

造了一个成功率总是 100% 的量子精确搜索算法 [43]. 量子搜索相位匹配和量子精确搜索算法详见文

献 [44]. 对于如果将 Grover 算法中的两个相位取反换成一般角度的相位转动, 其量子搜索操作为

G = −UR0U
−1Rτ ,

R0 = I + (eiθ − 1)|0⟩⟨0|,
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Rτ = I + (eiϕ − 1)
∑
k

|τk⟩⟨τk|, (14)

其中 θ 和 ϕ 是两个相位转角. 两个相位的匹配条件依赖于数据库的具体形式和搜索算法中酉矩阵的

形式. 对于均匀线性叠加态类型数据库和 Hadmard 酉变换, 相位匹配条件为 θ = ϕ.

而对于一般类型的数据库:

|ψ0⟩ = sin θ0|τ⟩+ cos θ0e
iδ|c⟩, (15)

其相位匹配条件在 2002 年由龙桂鲁等 [42] 给出:

tan
θ

2
[cos 2β + tan θ0 cos δ sin 2β]

= tan
ϕ

2

[
1− tan θ0 sin δ sin 2β tan

θ

2

]
, (16)

其中 sinβ = ⟨τ |U |0⟩ 是酉算符的矩阵元. 相位匹配条件是量子搜索算法成功的必要条件. 相位匹配后

来成为应用量子搜索算法的主要途径, 我们在第 7 节中给出一些例子.

随后 Hoyer [45] 和著名的密码分析专家、差分分析方法发明人 Biham 从不同角度, 用不同的方法

进一步肯定了龙桂鲁的相位匹配条件 [46].

6 优化量子精确搜索算法 —— 龙算法

Grover 算法只有在四中找一, 或者是大数据库中 1/4 的数据是满足搜索条件时, 其成功率才是

1, 其他情况下它总有一定的失败概率, 这已经得到严格的数学证明 [47]. 利用相位匹配条件, 找到适

当的相位, 能够改进的 Grover 搜索算法的成功率, 以百分百的得到目标态. 2001 年, 龙桂鲁给出了

一个量子精确算法 [43]. Toyama 等称这一算法为龙算法 (Long’s Algorithm）, 证明这一算法是最简单

的、优化的量子精确搜索算法 [48]. Castagnoli强调 1997年 Bennett等只在数量级上证明了 Grover算

法是优化的, 而 Toyama 等则在 16 年之后证明了 Grover/Long 算法是精确优化的, 他将龙算法称为

Grover/Long 算法 [49].

龙算法的要点如下. 对于一个有 M 个标记态的规模为 N 的数据库搜索, 将原来 Grover 搜索算

法两个 180◦ 相位反转改为一下角度:

θ = ϕ = 2arcsin

(
sinβ sin

(
π

4JS + 6

))
, (17)

其中 JS , β 满足

JS > Jop =

∣∣∣∣ (π2 )− β

2β

∣∣∣∣ ,
β = arcsin(

√
M

N
), (18)

|.| 表示最近的整数, JS 可以是比最小搜索次数 Jop 大的任意整数. 经过 JS 次搜索迭代后, 数据库的

量子态变为

|ψ0⟩ → ei[
π−ϕ

2 ]+JS(π+ϕ)|τ⟩. (19)

此时测量, 我们以 100% 的成功率搜索得到目标态.
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7 相位匹配和量子精确搜索算法的应用

量子计算创始人 Benioff 很早就关注了相位匹配，在美国数学学会大会报告中引用，称其为量子

搜索算法的深入发展 [50]. Hoyer [45] 和密码分析专家 Biham 等 [46] 研究进一步肯定了相位匹配. 荷兰

实验组利用光学系统验证了相位匹配 [51]. 相位匹配成为量子计算实验的重点环节, 如液晶全光系统

中通过调制器来实现 [52], 离子阱系统采用公式 (17) 实现相位匹配 [53].

在量子搜索算法中, 由于任何一个态都可能是标记态, 如果采用其他不同于 Hadamard 的酉矩阵,

则就会造成不同的标记态的搜索步数不同, 难于操作. 因此, 在后来许多的量子应用中, 都采用了利用

相位匹配, 通过改变相位来实现应用.

英国皇家工程院院士 Hanzo 称相位匹配为量子搜索的 “重要贡献”, 并利用相位匹配构造了无线

用户的量子探测算法 [54]. 麻省理工 Chuang 应用了相位匹配构造定点量子搜索算法 [55].

Grover指出他的算法有一定失败概率的缺陷,并指出龙算法等 4个算法解决了这一缺陷 [56]. Imre

教授将龙算法收入到其专著中 [57]. 澳大利亚 Ian Peterson 院士将龙算法用于构造量子滑模控制 [58].

龙算法被用于量子模式识别以提高识别效率 [59]. 在结构搜索问题中, 加州大学圣迭戈分校的 Meyer

教授指出必须用精确搜索算法才能消除搜索字长的限制 [38]. 在量子图像压缩中, 龙算法更适用于这

类小样本数据库情况 [60].

8 Shor 之问 —— 量子算法的困境与新量子算法

在大数分解算法和量子搜索算法提出之后, 量子算法的研究非常缓慢. 2003 年大数分解量子算法

的提出者, Shor发出著名的 Shor之问,为什么没有更多的量子算法被找到 [8]. 对此他解释为量子计算

机的运行与经典计算的运行如此不同,以至于经典算法中的构造设计技巧和直觉在量子计算过程中不

再成立.

回看量子算法, 包括大数分解算法和 Grover 搜索算法在内的量子算法都是通过系统的酉演化对

信息进行处理, 酉算符的逆也是酉算符, 因此在量子算法中只有酉算子的乘和除运算. 经典算法里, 加

减乘除等所有的基本运算都可以使用. 相比较而言,量子算法中只使用乘除运算而不能使用加减运算.

因为酉算子在加和减运算下不再封闭, 即酉算符的加和减一般情况下不再是酉算符了. 这种差别使得

经典算法中的许多技巧不能在量子算法中使用, 影响了量子算法的发展.

而利用酉算符的线性组合来进行量子计算的对偶量子计算在 2002 年提出 [9], 并且得到了系统深

入的发展 [10∼27,61]. 这种新的量子计算模式采用了辅助比特, 在量子计算体系和辅助比特的整体系统,

演化是酉的, 但是在量子计算的子空间中, 演化不再是酉的, 这样就能实现所需要的非酉操作. 对偶量

子计算的数学理论在 Gudder、杜鸿科、曹怀信以及龙桂鲁等的努力下, 已经建立并日渐成熟. 但对偶

量子算法模式的应用却没有重大进展.

2009 年开始, 量子算法取得了重要的进展. 求解线性方程组的量子算法可以指数加快方程组的解

法 [28,29], 封闭量子体系的新量子模拟算法 [30∼32] 改善了量子模拟的精度, 开放量子系统的对偶量子

模拟算法 [33] 不仅加快了计算速度,而且提高了计算精度,量子算法又开始了新的发展阶段. 而这些新

量子算法就是利用了非酉演化, 即采用了酉算子的线性组合的对偶量子算法 [29, 32,33].
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图 2 (网络版彩图) 三狭缝的对偶量子计算机演示图. 从标记为 1 的第 2 个狭缝输入, 和由中间屏幕的 3 个狭缝分

为 3 个子波. 中间屏幕后, 在不同的狭缝对子波进行不同的操作. 对偶量子计算的输出从右边屏幕上的 3 个狭缝处获

得, 不同的狭缝处的输出对应不同的量子计算结果

Figure 2 (Color online) An illustration for a three-slits duality quantum computer. The input is entered from the second
slits marked as 1, and the input is divided into three sub waves by three slits of the middle screen. After the middle screen,
the sub waves are performed individual operations in different slits. The output of the duality quantum computation is
obtained from three slits on the right screen, and the outputs at different slits correspond to different quantum calculating

results

9 对偶量子计算原理

龙桂鲁于 2002 年提出的对偶量子算法 [9, 14] 不同于传统的幺正演化的计算模式, 可以使用酉算

符线性叠加的形式进行信息的处理, 从而一定的概率实现非酉演化, 扩展了构造量子算法的方式方法.

对偶量子计算是利用量子力学的波粒二象性,通过对不同狭缝的波函数进行平行操作实现非幺正演化

处理. 在对偶计算机中, 计算机的波函数被分成若干个子波并使其通过不同的路径, 在不同路径上进

行不同的量子计算门操作,而后这些子波重新合并产生干涉,给出计算结果.对偶量子计算可以通过广

义量子门实现任意酉算符的线性组合. 事实上 Gudder 定理证明, 所有的线性有界算符都可以由广义

量子门实现, 酉算符只是广义量子门集的极值点 [12]. 形象地说, 对偶计算机是一台通过 d 个狭缝的运

动着量子计算机, 在不同的狭缝进行不同的量子操作, 最后通过在不同狭缝上的探测测量得到运算结

果. 整个运算过程如图 2 所示. 目前的对偶量子计算已建立起严格数学理论, 引起了很多人的研究兴

趣 [10∼13,15∼26].

对偶量子计算机有两种新的操作,即量子分波 (QWD)操作和量子合波 (QWC)操作.分波操作将

波函数分为许多振幅减小的相同的部分波函数,数学上就是进行 Hilbert空间的扩展.这个操作的物理

图是简单而自然的: 量子系统通过 d 个狭缝其波函数被分为 d 个子波, 各子波具有相同的波函数, 不

同之处在于质心运动的位置. 相反, 合波操作把所有的子波叠加成一个波函数. 应该注意的是将同一

量子系统的波函数分为多个子波并不违反量子不可克隆定理. 然而在现实之中移动的量子计算机设备

难以实现. 幸运的是, 已经证明由 n比特的普通量子计算机与 d能级的辅助系统可以完美地模拟通过

d 狭缝的 n 比特的移动量子计算机 [10,14]. 这也意味着我们可以在普通的量子计算机中进行对偶量子

计算. 以下的讨论都是在以普通量子计算机和辅助系统组成的对偶量子计算模式下进行的.
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图 3 (网络版彩图) 多输出的对偶量子计算线路图. |Ψ⟩ 是工作比特初态, |0⟩ 是辅助比特初态
Figure 3 (Color online) The multi-output duality quantum computing circuit. |Ψ⟩ denotes the initial state of work qubit,

and |0⟩ is the initial state of the controlling auxiliary qudit

n 比特的普通量子计算机可以由 n 个工作比特表示, 辅助系统可以由 d 能级的辅助比特表示. 分

波操作对应幺正算符 V , 合波操作对应幺正算符 W . 以上两种操作作用在辅助系统上, 而辅助系统控

制的受控操作作用在 n 个工作比特上. 整个对偶计算的线路图如图 3 所示.

为了更加清晰的阐述对偶量子计算, 以下将整个过程分为 4 个步骤. 考虑一个由工作系统 |Ψ⟩ 和
辅助系统 |0⟩ 构成的对偶量子计算系统.

步骤 1: 首先, 将量子系统初始化为 |Ψ⟩|0⟩. 作用分波算符 V 在辅助系统 |0⟩ 上, 此时系统由初态

变为

|Ψ⟩|0⟩ → |Ψ⟩V |0⟩

= |Ψ⟩IV |0⟩ = |Ψ⟩

(
d−1∑
i=0

|i⟩⟨i|

)
V |0⟩

= |Ψ⟩
d−1∑
i=0

|i⟩⟨i|V |0⟩

=
d−1∑
i=0

Vi0|Ψ⟩|i⟩, (20)

其中 Vi0 = pi 是复数, 满足归一化条件
∑d−1

i=0 |Vi0|2 = 1 , |Vi0| 6 1. Vi0 是幺正矩阵 V 的第 1 列元素,

代表分波结构. 以上推导中用到了完备条件
∑

|i⟩⟨i| = I . |Ψ⟩|i⟩ 代表第 i 个狭缝处的末态.

步骤 2: 在初态为 |Ψ⟩的工作比特上进行辅助系统控制的 U0, U1, . . ., Ud−1 幺正操作.这个步骤将

系统的量子态演化为

d−1∑
i=0

Vi0Ui|Ψ⟩|i⟩. (21)

对应的物理图像是同时在不同的狭缝上进行不同的幺正操作.

步骤 3: 作用合波算符 W 在辅助系统 |i⟩ 上, 得到如下的量子态:∑
i

Vi0Ui|Ψ⟩W |i⟩ =
∑
i

Vi0Ui|Ψ⟩IW |i⟩

=
∑
i

Vi0Ui|Ψ⟩
d−1∑
k=0

|k⟩⟨k|W |i⟩
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=
∑
i

∑
k

WkiVi0Ui|Ψ⟩|k⟩

=
∑
k

Lk|Ψ⟩|k⟩, (22)

其中 Lk =
∑

iWkiVi0Ui 就是对偶量子门. 通常情况下对于闭合系统的动力学演化 [9, 14], 只需要用到

L0 这一个量子门. 当讨论开放量子体系时, 需要考虑 k 个对偶量子门.

步骤 4: 在步骤 3后, 辅助比特处于叠加态. 在经过测量后, 不同的辅助比特的状态对应不同的系

统输出态. 对于辅助比特处于不同的 |j⟩ 态, 工作比特对应 j 个末态.

对偶量子计算门定义如下:

Lc =

d−1∑
i=0

ciUi, (23)

其中 Ui 是幺正的, ci 是复数系数并满足

d−1∑
i=0

|ci| 6 1. (24)

当 ci 被限定为实数时, ci 记做 ri, 满足限制条件
∑

i ri 6 1. 在这种情况下, 对偶量子门被称为实数对

偶门, 记做 Lr. Lr 可被表述为

Lr =
d−1∑
i=0

riUi. (25)

对应的物理图像是对偶量子系统有 d 个不同的狭缝, ri 是量子计算机穿过第 i 个狭缝的概率.

因为幺正算符在加减运算下不闭合,对偶量子门通常是非幺正的. 在有限的 Hilbert空间下任意线

性有界算符都可以表示为对偶量子门 [12]. 更多关于对偶量子计算的数学理论可见 [10,11,13,15∼23,26],

本文不再赘述.

需要指出, 当用到 L0 这一个量子门进行闭合系统的动力学演化的时候, 算法是一个概率性算法.

算法成功的概率 Ps 对应于辅助系统处于 |0⟩ 态的概率. 计算易得

Ps = ⟨Ψ|

(∑
i1

W0i1Vi10Ui1

)†(∑
i2

W0i2Vi20Ui2

)
|Ψ⟩, (26)

其失败的概率

Pf =
d−1∑
j=1

⟨Ψ|

(∑
i1

Wji1Vi1jUi1

)†(∑
i2

Wji2Vi2jUi2

)
|Ψ⟩. (27)

在这种具有一定成功率的情况下,我们可以直接进行测量. 如果测得辅助系统为 |0⟩算法成功,否

则失败, 从步骤 1 开始进行下一次运算直到得到 |0⟩ 为止. n 次重复后成功的概率为 1− (Pf )
n , 这个

概率在 n 比较大时逐渐趋近于 1.

在测量之前, 我们也可以通过 Grover/Long 搜索算法进行振幅放大, 从而提高算法成功率.
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10 稀疏 Hamiltonian 体系的对偶量子模拟

理查德 ·费曼提出量子计算机概念的初衷就是进行量子模拟 [3]. 事实上量子系统模拟的复杂度是

随比特数指数增加的, 利用经典计算机进行量子模拟显然不现实, 而量子计算机天然的适合这种计算.

模拟量子系统的动力学演化是量子计算机最主要的应用之一.

相比于经典计算机, 量子计算机可以指数级的加快量子模拟的效率 [3]. Lloyd [37] 在 1996 年给出

了通用的基于乘积形式的 Hamiltonian 量模拟算法. 但这种模拟形式在高阶近似时会导致算法复杂度

急剧升高. 比如, 采用 Lie-Trotter-Suzuki 公式来近似表示时间演化因子, 其公式内乘积形式的酉算符

的数量是随着近似阶数指数级升高 [62]. 相反经典算法利用线性组合可以多项式复杂度就得到相同的

精度 [63]. 然而, 由于酉算符在加减运算下不闭合, 这些经典算法不能直接用于量子计算. 这是我们熟

知的一个困难, 即在经典计算过程中的直觉和技巧不再适用于量子算法的设计 [8].

对偶量子计算则可以作为将经典算法转化为量子算法的桥梁,可以实现酉算符的加减乘除四则运

算, 从而解决经典算法转化为量子算法的困难. 2012 年, Childs 和 Wiebe [30] 提出了基于酉算符线性

组合的 Hamiltonian 量模拟算法. 该算法的结果优于以前所有量子模拟算法. 而这就是一个对偶量子

算法, 在文献 [32] 已经详细给出. 我们这里给出其要点.

Childs-Wiebe 算法的主要结果如下:

定理1 系统 Hamiltonian 量 H =
∑m

j=1Hj , 其中每个 Hj ∈ C2n×2n 是厄米的且满足 ∥ Hj ∥ 不大
于一个常数 h. 系统 Hamiltonian 量的演化 e−iHt 可以通过幺正算符线性叠加的乘积形式以误差 ϵ 在

量子计算机上模拟. 在 m,ht, 1/ϵ 都比较大的情况下, 这种模拟需要

Õ
(
m2hte1.6

√
log(mht/ϵ)

)
(28)

基本算符和 e−iHjt 算符. 时间演化因子 U(t) 满足薛定谔方程

i
d

dt
U(t) = HU(t), (29)

可以表示为 U(t) = e−iHt.

给定 Hamiltonian 量分解为 H =
∑m

j=1Hj , 将 U(t) 用 Lie–Trotter–Suzuki 公式做近似,

e−iHt ≈ (
m∏
j=1

e−iHj
t
r )r.

时间演化因子可以表示为 Sχ 的 Taylor 展开:

S1(t) =
∏m

j=1 e
−iHjt/2

∏1
j=m e−iHjt/2,

Sχ(t) = (Sχ−1(sχ−1t))
2
Sχ−1([1− 4sχ−1]t) (Sχ−1(sχ−1t))

2
,

(30)

其中 sχ−1 = (4 − 41/(2χ−1))−1, χ > 1 [30,62]. Sχ 的大小对应的是将 e−iHt 精确到 O(t2χ+1) 量级. 当 χ

足够大且 t 足够小, U(t) 可以近似到任意精度.

该算法最终将 U(t) 表示为 Mk,k(t) 形式:

Mk,k(t) =

k+1∑
q=1

CqSk(t/ℓq)
ℓq , (31)
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其中 ℓq 代表自然数, q ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, C1, . . . , Ck+1 ∈ R 满足
∑k+1

q=1 Cq = 1. 在 [30] 中, ℓq 和 Ci 定

义如下:

ℓq =

 llq, if q 6 k,

eγ(k+1), if q = k + 1,
(32)

Cq =


q2

q2−e2γ(k+1)

∏k
j ̸=q

q2

q2−j2 , if q 6 k,∏k
j=1

e2γ(k+1)

e2γ(k+1)−j2
, if q = k + 1,

(33)

其中 γ 是用来调节 Cq 的参数. 公式精确到 O(t4k+1) 量级, 即

Mk,k(λ)− U(λ) ∈ O(t4k+1). (34)

和通常的模拟算法一样将演化时间 t 分割为 r 段. 不同于传统乘积算法的是, 在这个算法里每段

的演化因子 U(t/r) = eiHt/r 近似为如下的求和叠加形式:

U(t/r) ≈Mk,k(t/r) =
k+1∑
q=1

CqSk(t/ℓqr)
ℓq . (35)

这种基于酉算符线性叠加的模式正好就是对偶量子计算模式的算法. 在文献 [32] 中, 我们给出了

Childs-Wiebe 算法的对偶量子模式的描述, 其要点如下.

由方程 (30) 可知, Sk(t/ℓqr)
ℓq 是幺正算符. 由方程 (23) 可知时间演化因子就是对偶量子门,

Mk,k(t/r) = N

k+1∑
i=1

ciUi(t/r) = NLc(t/r), (36)

其中 N =
∑k+1

i=1 |Ci| 是归一化系数, Ui(t/r) = Sk(t/ℓir)
ℓi , ci = Ci/N , 广义对偶量子门

Lc(t/r) =
∑
i

ciUi(t/r). (37)

接下来给出 Lc(t/r) 的具体形式. 分波算符和合波算符分别由幺正矩阵 V 和 W 表示. 矩阵元素

Vi0 和 Wi0 通过 c′i 获得.

重新定义 Ui: 当 c′i 为负的情况时, 将其负号放入 U ′
i 中. 所以 c′i 都为正实数. 在这种情况下, 可

以选择采用 V =W †. 此时, ci =W0iVi0 = |W0i|2 = |Vi0|2 是正实数. 即

Vi,0 =W0,i =
√
ci. (38)

在进行 QWD 操作后, 相继进行辅助系统控制算符和 QWC 算符操作. 测量辅助系统的状态, 如

果结果是 |0⟩, 那么初态的 |Ψ⟩|0⟩ 被演化为∑
i

W0iVi0Ui|Ψ⟩|0⟩ =
∑
i

(W0iVi0)Ui|Ψ⟩|0⟩

=
k∑

i=0

ciUi|Ψ⟩|0⟩

=
1

N
(Mk,k(t/r))|Ψ⟩|0⟩, (39)

正是 Hamiltonian 量模拟的结果.

执行 r 个 Mk,k(t/r) 片段演化后, 我们得到了时间演化因子 U(t) 的近似 Mk,k(t/r)
r. 这是一个不

确定的但有高概率成功的算法. 至此, 该 Hamiltonian 量模拟算法就通过对偶量子算法实现了.
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11 高精度的对偶量子模拟算法

Berry 等 [31] 提出的基于 Taylor 展开截断项的 Hamiltonian 量模拟算法可以高效模拟一系列的物

理系统的动力学演化. 算法的效率相较于过去的利用酉算符乘积的量子模拟算法有指数量级的提高.

该算法利用酉算符的线性组合, 自然也是一个对偶量子算法. 该算法原始表达非常抽象, 这里我们采

用文献 [32] 的表述, 利用对偶量子计算的语言描述.

将 Hamiltonian 量分解为酉算符的线性叠加:

H =
L∑

ℓ=1

αℓHℓ. (40)

然后将有限时间 t 平均分为 r 段, 每段的时间演化因子可以近似为

Ur := exp(−iHt/r) ≈
K∑

k=0

(−iHt/r)k

k!
, (41)

其中 K 是 Taylor 展开的阶数. 将方程 (40) 代入 (41), Taylor 截断项可被表述为

Ur ≈ Ũ =
∑K

k=0

∑L
ℓ1,...,ℓk=1

(−it/r)k

k! αℓ1 · · ·αℓk Hℓ1 · · ·Hℓk . (42)

设定 αℓ > 0. 因为 Hℓ是幺正的, Ũ 就是幺正算符的线性叠加,正好就是对偶量子门的形式. Taylor

截断项的角标定义如下 [31]

J := (k, ℓ1, . . . , ℓk) : k 6 K , ℓ1, . . . , ℓk ∈ {1, ..., L}. (43)

然后 Ũ 可以简化为

Ũ =
∑
j∈J

βjVj , (44)

其中 β(k, ℓ1,...,ℓk) := [(t/r)k/k!]αℓ1 · · ·αℓk , V(k, ℓ1,...,ℓk) := (−i)kHℓ1 · · ·Hℓk . 需要注意的是 Ũ 没有归一化,

不能用对偶量子门直接实现.

标记归一化系数为 s =
∑

j∈J βj . 由方程 (44) 可知, Lr = Ũ/s 就是对偶量子门.

图 4 是实现该量子模拟算法的对偶量子线路图. 在图 4 中标记为 B 的受控酉操作 U0, 对应于

Hamiltonian 量的线性叠加, H =
∑L

ℓ=1 αℓHℓ, 图 4 的上半部分是实现 Ur = exp(−iHt/r) ≈
∑K

k=0

(−iHt/r)k/k! 的线路图.

|Ψ⟩|0⟩ → |Ψ⟩Ur|0⟩. (45)

Ũ 操作需要通过作用在 K 个 L 能级的辅助系统 |0⟩L 和 K 个辅助比特 |0⟩K 的两个 QWD 操作

和两个 QWC 操作实现. 方程 (42) 意味着需要做两次求和. 将初态表示为 |Ψ⟩|0⟩K |0⟩KL , 其中 |0⟩KL 表
示 K 个 L 能级的系统并且都处于 |0⟩L 态.

首先, 将 |0⟩K 通过 QWD 操作转化为

|0⟩K →
K∑

k=0

√
(Nt/r)k

k!
|1k0K−k⟩, (46)
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图 4 (网络版彩图)BCCKS 算法的对偶模式量子线路图. A 展示的是整个线路图. 其中 |Ψ⟩ 是工作系统初态. 线路

图共包含 K 个 |0⟩态的辅助控制比特和 K 个 L能级的 |0⟩L 辅助控制系统. B展示的是 U0 由 H1, H2, . . . , HL−1, HL

组成. 只有当处在圆圈内相应的态的时候辅助系统控制的幺正算符 U0 才会被激发

Figure 4 (Color online) Quantum circuit for the BCCKS algorithm in duality quantum computing. Part A is the quantum
circuit of duality computing. |Ψ⟩ is the initial state of duality quantum computer and there are K auxiliary controlling
qubits |0⟩ and K auxiliary controlling qudits |0⟩Lwith L energy level system . Part B is to illustrate that each unitary
operation U0 is composed of H1, H2, . . . , HL−1, HL. The unitary operations U0 are activated only when the L level |0⟩L
auxiliary controlling qudits hold the values indicated in respective circles

其中 N =
∑L

l=1 αl. QWD 标记为一个 2K × 2K 的矩阵 V F . 矩阵元素满足

V F
i,0 =

vFi,0√∑
i |vFi,0|2

, (47)

其中

vFi,0 =


√

(Nt/r)k

k! , i = 2K − 2K−k, k ∈ {0, 1, . . . ,K},

0, others.
(48)

再将 V F 作用在 |0⟩K 部分, 得到
∑K

k=0

√
(Nt/r)k/(k!)|1k0K−k⟩.

其次, 再次使用 QWD 操作将 |0⟩L 转化为
∑L

ℓ=1

√
αℓ|ℓ⟩. 将第 2 个 QWD 算符标记为 L×L 的矩

阵 V S . 矩阵元素满足

V S
ℓ,0 =

vSℓ,0√∑
ℓ |vSℓ,0|2

, (49)

其中

vSℓ,0 =
√
αℓ. (50)
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对应于 K 个辅助比特 |0⟩K , K 个 L 能级辅助系统 |0⟩L 需要通过 V S 转化为 K 个
∑L

ℓ=1

√
αℓ|ℓ⟩ 态.

可以被标记为: (
L∑

ℓ=1

√
αℓ|ℓ⟩

)K

. (51)

在 |0⟩L 部分执行第 2 个幺正算符 V S 后, 我们得到
∑L

ℓ=1

√
αℓ|ℓ⟩. 使用归一化常数 s =

∑
j∈J βj

后, 辅助系统的归一化态为

|0⟩K |0⟩KL → 1√
s

K∑
k=0

√
(Nt/r)k

k!

(
L∑

ℓ=1

√
αℓ|ℓ⟩

)K

|1k0K−k⟩. (52)

假设 |0⟩L 辅助比特处于可激活操作算符 Uj 数目为 k. 那么, 有如下过程:

|Ψ⟩ → 1√
s

K∑
k=0

√
(Nt/r)k

k!

(
L∑

ℓ=1

√
αℓ

)k

Uj |Ψ⟩. (53)

然后, 对应于两次 QWD 操作, 需要两次 QWC 操作来完成合波. 我们分别记做 WF 和 WS . 对

于实系数量子计算, 取 WF = (V F )† , WS = (V S)†. QWC 算符 WF 和 WS 分别作用在 |1k0K−k⟩ 和
|ℓ⟩. 算法的物理图像就是每一次 QWD 和 QWC 操作实现一次幺正算符叠加过程. 对偶量子计算所需

要的结果在 L 能级辅助系统处于 |0⟩L 态且 K 个辅助比特处于 |0⟩K 态的项, 如下所示:

K∑
k=0

√
(Nt/r)k/k!|1k0K−k⟩ −→

K∑
k=0

(Nt/r)k/k!|0⟩K ,

L∑
ℓ=1

√
αℓ|ℓ⟩ −→

L∑
ℓ=1

αℓ|0⟩L.
(54)

至此, 系统初态转化为

|Ψ⟩|0⟩K |0⟩KL → 1

s

K∑
k=0

(t/r)k

k!

(
L∑

ℓ=1

αℓ

)k

Uj |Ψ⟩|0⟩K |0⟩KL ,

(55)

其中 Uj 对应于 (−i)kHℓ1 · · ·Hℓk 某些项.

由对应关系 ∑
j∈J

βjVj =
K∑

k=0

(t/r)k/k!(
L∑

ℓ=1

αℓ)
kUj ,

我们成功地实现了如下过程:

|Ψ⟩|0⟩K |0⟩KL → 1

s
Ũ |Ψ⟩|0⟩K |0⟩KL . (56)

测量之前, 使用具有鲁棒性的振幅放大操作来放大所需项的振幅, 可以接近确定性的实现 Ũ . 近

似表示 Ũ 的精度可以由近似误差 ϵ 表示. 由 Chernoff 界限 [31], 询问复杂度为

K = O

(
log(r/ϵ)

log log(r/ϵ)

)
, (57)
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图 5 (网络版彩图)HHL 算法的对偶量子线路图. 我们只需要辅助比特处在 |0⟩ 时系统输出结果
Figure 5 (Color online) The duality quantum computing circuit of HHL algorithm. We only need the output when the

ancillary qubit is in state |0⟩

每个片段的近似精度满足

∥ Ũ − Ur ∥6 ϵ

r
. (58)

整个模拟过程的询问复杂度为 r 乘以 K. 一个片段里门的整体复杂度为

O

(
L(n+ logL) log(T/ϵ)

log log(T/ϵ)

)
, (59)

其中 T = (α1 + · · ·+ αL)t.

至此, 我们利用对偶量子计算模式给出了实现基于幺正算符线性组合的 Hamiltonian 量模拟算法

的标准过程.

12 求解线性方程组对偶量子算法

解线性方程组在经济学、计算机、机器学习和物理领域都扮演着举足轻重的角色. 在 2009 年,

Harrow 等人提出了解线性方程组的量子算法 (HHL 算法) [28], 在一定的限制条件下比经典的解方程

组算法有指数级加速. 最近的研究表明, 这个量子算法就是对偶量子算法, 它使用了酉算子的线性组

合 [29].

考虑一个线性方程组 A|x⟩ = |b⟩, 其中 A 是一个 N ×N 的系数矩阵. HHL 算法在量子计算机上

经过 O(logN) 数量的算符操作就能求解出 |x⟩, 而对应的经典算法需要 O(N) 步操作. 当我们只关心

代表观测者的厄米算符 M 的平均值 ⟨x |M |x⟩ 时, 该算法能比最好的经典算法指数级加速.

HHL 算法的主要运算过程如下. 算法在一个由工作系统和辅助系统组成的量子系统执行. 首先

高效制备工作系统初态 |b⟩ 和辅助系统初态 |Ψ0⟩. 然后利用 |Ψ0⟩ 控制的酉算符 U 在 |b⟩ 上执行人们
熟知的相位估计操作, 并进行傅立叶逆变换. 整个系统近似的演化到

∑
j βj |λj⟩|uj⟩ 态 (忽略归一化系

数). |b⟩被分解为 A的本征基矢的线性组合,表示为 |b⟩ =
∑

j βj |uj⟩. 在整个量子系统再加一个辅助比
特并在辅助比特上进行 |λj⟩ 控制的旋转操作. 我们通过相位估计的逆变换将 |λj⟩ 态变为 |Ψ0⟩|b⟩. 当
我们观测到辅助比特处于 |0⟩ 时算法成功, 此时系统对应的输出态是 |x⟩ =

∑
j βjλ

−1
j |uj⟩. 态矢量 |x⟩

就是线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 的解 x⃗.

HHL 算法的基本思路可概括为输出一个 |x⟩ =
∑

j βjλ
−1
j |uj⟩ 态, 这个输出态是输入态 |b⟩ 经历非

幺正演化后的结果. 该算法也是具有对偶量子模式的基于酉算符组合的非幺正演化算法. 我们给出其

在对偶量子模式下的量子线路图, 如图 5 所示.
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13 开放量子体系的对偶量子模拟算法

由于和环境不可避免的耦合作用, 几乎所有现实的量子系统都是开放量子体系. 开放量子体系的

演化通常是非幺正的, 因此也适合使用对偶量子计算模式进行模拟 [33]. 开放量子体系的时间演化可

以通过 Kraus 算子来实现, 而 Kraus 算子可以表示为幺正算符线性叠加的形式.

与环境耦合的开放量子体系演化可以表示为一个完全正定的线性映射 ε(ρ). 设定初态的工作系统

和环境都是纯态, 表示为 ρenv = |e0⟩⟨e0|. 系统的演化过程如下 [36]:

ε(ρ) =
∑
k

⟨ek|U{ρ⊗ |e0⟩⟨e0|}U†|ek⟩ (60)

=
∑
k

EkρE
†
k, (61)

其中

Ek = ⟨ek|U |e0⟩

是 Kraus 算子, 满足完备性条件 ∑
k

E†
kEk = I.

需要注意的是通常情况下, Ek 是非幺正的, 只作用在工作系统上. 我们使用对偶量子算法模拟开放

体系的复杂度为 O(d3∥H∥maxt log(r/ϵ)/ log log(r/ϵ)), 相比以前的幺正演化算法在精度上有指数级提

升 [33].

我们的方法包含两个步骤: 第 1阶段是利用对偶量子门实现 Kraus算子; 第 2阶段是使用 Taylor

截断项来近似时间演化算符.

定理2 对偶量子门 Lk =
∑

iWkiVi0Ui 是保迹的 Kraus 算子, 即
∑

k L
†
kLk = I.

证明 首先定义 Lk =
∑

iWkiVi0Ui, 然后有 L†
k =

∑
iW

†
kiV

†
i0U

†
i . 推导过程如下:

∑
k

L†
kLk =

∑
k

(∑
i

W †
kiV

†
i0U

†
i

∑
i′

Wki′Vi′0Ui′

)

=
∑
k

W †
kiWki′

(∑
i

V †
i0U

†
i

∑
i′

Vi′0Ui′

)

=

(
δii′
∑
ii′

V †
i0U

†
i Vi′0Ui′

)

=

(∑
i

Vi0U
†
i Vi0Ui

)
=
∑
i

|Vi0|2U†
i Ui

= I. (62)

证明过程中用到了 W , V 和 Ui 都是幺正矩阵的性质. 因此,对偶量子门 Lk 可以用来实现 Kraus算子

Ek. 事实上, Ek 是有限 Hilbert 空间的线性有界算符, 总可以表示成幺正算符线性叠加的形式. 环境

对系统的作用可以等效为不同算符同时作用在系统上的叠加效果. 在这种 Kraus 算子表示形式下, 我

们可以直接得到不包含环境的系统的末态信息.
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在前面的部分已经利用 Lk =
∑

iWkiVi0Ui 实现了 Kraus 算子 Ek. 为了实现整个算法, 接下来只

需要实现 Kraus 算子里的幺正算符 Ui. Ui 可以视为时间演化算符通过 Taylor 截断项来近似实现. 具

体的实现过程与 BCCKS 算法一样, 这里就不在赘述. 我们的算法中, 以精度 ϵ 实现 Ui 的操作的复杂

度为

K = O

(
r log(r/ϵ)

log log(r/ϵ)

)
. (63)

考虑到 Lk 的系数满足
∑

i |WkiVi0| 6 1, 实现 Ek 的复杂度与实现 Ui 是相同的. 实现 d 个 Ek 的

整个算法的复杂度为

dKr = O

(
d3∥H∥maxt

log(r/ϵ)

log log(r/ϵ)

)
. (64)

而采用幺正演化的 Stinespring 标准表示的 Llyod 的算法的复杂度为 O(ld4ht2/ϵ). 对偶算法与该

算法对比, 对维度的依赖由 O(d4) 降到 O(d3) 且精度 ϵ 的表现有指数级提升.

14 总结与展望

量子计算具有量子平行性, 有强大的平行计算能力. 已经被 Shor 算法、Grover 算法 (或其优化形

式)和量子模拟算法所证明. 传统算法对幺正演化的要求, 限制了新算法的提出.对偶量子算法作为新

型的计算模式, 能够通过酉算符的线性叠加实现非幺正演化. 因此, 对偶量子计算可以实现非幺正的

量子算法.

最近发展的 HHL 对偶量子算法、稀疏 Hamiltonian 系统的对偶量子模拟算法、高精度对偶量子

模拟算法、开放体系对偶量子模拟算法等 4 个量子算法都采用了酉算法的线性组合进行计算, 不再是

酉过程, 显示出它们在相较于传统量子算法的优势.

利用酉算符构造量子算法, 使得构造过程和对计算过程的理解完全不同于经典算法, 经典计算中

构造算法的技巧不能再用来构造量子算法. 对偶量子计算在设计算法时的灵活性, 可以架起经典算法

和量子算法的桥梁. 乐观的估计量子计算机可能在 10∼20年之间研制成功. 当量子计算机研制成功之

后, 如何利用量子计算机开展研究, 将是人们考虑更多的问题. 随着量子计算机硬件的发展, 量子算法

的研究将会越来越迫切,自然也就成为更加受人关注的课题.而如何利用对偶量子计算模式,借鉴经典

算法的技巧, 发展对偶量子算法, 是一个重要的研究方向.
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Abstract Quantum computing exploits quantum mechanical properties to perform computations. It enables

quantum parallelism and provides much more powerful data processing capabilities than classical computers.

With a quantum computer, one can exponentially accelerate quantum system simulation and accelerate some

important classical algorithms. Traditional quantum algorithms use unitary evolution to process information. A

quantum computing process is the product of a series of unitary operators. In 1994, Shor invented a quantum

prime factorization algorithm that exponentially accelerates the factorization of an integer. In 1996, Grover pro-

posed a quantum search algorithm that accelerates the search of an unsorted database using square-root steps.

Afterwards, the development of quantum algorithms slowed down, leading to a subsequent query by Shor in 2003

regarding why no more significant quantum algorithms have been found. Since 2009, many important new quan-

tum algorithms have been proposed, such as a quantum algorithm for solving linear equations with the capability

of exponential acceleration, a quantum algorithm for sparse Hamiltonian simulation using linear combinations of

unitary operators, and a novel algorithm for Hamiltonian simulation, which provides exponential improvements in

precision. In this paper, we first describe the basic principles of quantum computation. We then describe the Shor

algorithm and Grover/Long search algorithm. These quantum algorithms are the general quantum algorithms

that use unitary operations in their computational processes. Next, we introduce the basic principles of duality

quantum computing, which was proposed in 2002. In contrast to traditional quantum computing, duality quan-

tum computing allows the use of linear combinations of unitary operators in the computation process, meaning

the multiplication, division, addition, and subtraction of unitary operators are all possible in duality quantum

computing. Thus, duality quantum computing provides more flexibility for constructing quantum algorithms and

the techniques used in classical algorithm design can be directly used to construct quantum algorithms. We then

review recent work regarding newer quantum algorithms that enable the linear combination of unitary operators,

which are actually duality quantum algorithms. Additionally, a duality quantum simulation algorithm for open

quantum systems is introduced. This algorithm not only reduces computational complexity, but also improves

accuracy exponentially. Finally, a summary and the future prospects of quantum algorithms are provided.

Keywords quantum computing, quantum algorithm, Long’s algorithm, duality quantum computing
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